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Qu’est ce que I'algebre linéaire ? Q

Définition
L'algébre linéaire est la branche des mathématiques qui traite de la résolution des (systémes d')
équations linéaires a1x1 + - - - + apx, = 0.

Origine du terme « algebre » :

Le terme « algebre » est apparu pour la premiere fois dans I'intitulé d’'un ouvrage rédigé vers I'an
825 par le mathématicien persan Al-Khawarizmi (781 - 847) :

ABREGE DU CALCUL PAR LA RESTAURATION ET LA COMPARAISON

Le terme « algebre » signifie : restauration, reconstruction ou réunion de parties.

i
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Objectif pédagogique du cours Q

® Découvrir les notions de matrice, de vecteur et de systeme d'équations.
® Comprendre le calcul matriciel et ses propriétés.

® Résoudre des systemes d'équations linéaires.

® Transformer un probléme économique en un probléme mathématique.

® Résoudre un probleme économique algébriquement.
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Plan du cours

Chapitre 1 : CALCUL MATRICIEL
Chapitre 2 : SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES
Chapitre 3 : ESPACES VECTORIELS
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CALCUL MATRICIEL

® Définitions
® Matrices particulieres

® Qpérations sur les matrices

Dépendance et indépendance linéaires

® Caractéristiques des matrices carrées
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Définitions

Matrice
Définition
Une matrice de taille n x m est un tableau de nombres, appelés éléments ou coefficients, rangés
en n lignes horizontales et m colonnes verticales :
a1 e alj e @ilemn
i ot Qi Qim
_anl ... aln] DY anm-
v
]
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Définitions

Matrice

Notation :

Une matrice est désignée par une lettre majuscule en précisant parfois sa taille A, x.,. Ses coeffi-
cients sont notés par la lettre minuscule correspondante "a" affectée des indices de la ligne 7 et de
la colonne j sur lesquelles ils se situent :

all ce . alj e alm
Apxm = |@i1 0 Qi o G | = [a/ij]nxm
an1 Anj Apm
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Définitions

<

Matrice e
Exemples
5 0 2
A2><3—|:§ i ;j Bsx3= |7 1 3
4 1 6
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Matrices particuliéres

Sous-matrice

Définition

. ’ . / / v . . Ve .
Une sous-matrice A de taille n’ x m’ d'une matrice A,,«,, est une matrice obtenue en sélectionnant
n' < n lignes et m’ < m colonnes de la matrice A .

Exemples

A3><3 =

ot

S

= O

S W N

A3><2 =

"
A2><3 =

2
3
6
0 2
1 3
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Matrices particuliéres

Vecteur —.

Définition
Un vecteur ligne x de taille m est une matrice composée d'une seule ligne et de m colonnes, c'est
adire: x =[xy 22 -+ Ty
Exemples
X:[2 5] X=(2,5)
y:[l 52] y=(1,5,2)
z=[3 6 2 1] z=(3,6,2,1)
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Matrices particuliéres

Vecteur 4
Définition
Un vecteur colonne x de taille n est une matrice composée d'une seule colonne et de n lignes, c'est
a dire :
Z1
T2
X =
Ln
v
Exemples
1
1
1 2
1 2
w = x= (2 y= 3
2 3
3 4 4
5

v
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Matrices particuliéres g

Vecteur —

Remarques :
® Un vecteur est généralement noté en lettre minuscule en gras.

® Si la nature du vecteur n'est pas précisée, il s'agit d’'un vecteur colonne.

] L
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Matrices particuliéres g

Matrice rectangulaire —

Définition
Une matrice rectangulaire de taille n x m est une matrice qui n'a pas le méme nombre de lignes
que de colonnes (i.e. n # m).

Exemples

] L
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Matrices particuliéres g

Matrice carrée

Définition
Une matrice carrée d’ordre n, notée A,,, est une matrice qui a le méme nombre n de lignes que de
colonnes. Les coefficients qui se trouvent sur des lignes et des colonnes de mémes indices forment
la diagonale principale de la matrice carrée.
Exemples
1 2 5 6 5 0 2 5 5
75 1 4 7 4 3 4 1
Ay = Bs=1|5 0 2 5 5
02 0 6
3 4 4 1 71 3 7 1
4 1 6 1 4
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Matrices particuliéres g

Matrice diagonale —

Définition
Une matrice diagonale est une matrice carrée d'ordre n, dont les coefficients hors diagonale sont
tous nuls. Elle est notée D,, = diag( di1 , dag ,- -+, dpn )-
Exemple

1 0 0 O

05 0 0 .

A= 00 0 0 =diag(1,5,0, 1)
0 0 0 1

] L
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Matrices particuliéres g

Matrice identité ou matrice unité —

Définition
Une matrice identité d'ordre n (ou une matrice unité), notée I,,, est une matrice diagonale dont
tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1, c'est a dire : I,, = diag( 1,1 ,---, 1).
Exemples

00

I3=|(0 1 O I, =
00 1 0 0 1 0
0 0 0 1
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Matrices particuliéres g

Matrice identité ou matrice unité —

Remarque

Il ne faut pas confondre une matrice unité qui est une matrice diagonale dont tous les coefficients
diagonaux sont égaux a 1 avec une matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.

v

Exemples
1 1 1 1 0 0
As=|1 1 1 Is=10 1 0
1 1 1 0 0 1
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Matrices particuliéres g

Matrice scalaire —.

Définition
Une matrice scalaire A est une matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont égaux
a un scalaire o, c'est a dire : A =diag( o, a, -+, a).
Exemples
300 0 100
00 3 0 0 40
0 0 0 4
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Matrices particulieres

Matrice scalaire

Remarque

Dans le langage matriciel, afin de bien distinguer une matrice d’'un nombre dans certaines opérations
qui font intervenir les deux en méme temps comme c'est le cas du produit d'une matrice A par
un nombre «, ce dernier est appelé scalaire. Il ne faut donc pas confondre un scalaire qui est un
nombre et une matrice scalaire qui est une matrice.
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Matrices particuliéres g

Matrice triangulaire —

Définition
Une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée dont les coefficients situés au dessus de
sa diagonale principale sont tous nuls.
Exemples
100 0 5 0 0 00
75 0 0 7T 4 0 0 0
A= B=([5 0 2 0 O
0 2 0 O
3 4 4 1 7T 1 3 70
4 1 6 1 4
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Matrices particuliéres g

Matrice triangulaire —.

Définition
Une matrice triangulaire strictement inférieure est une matrice carrée dont les coefficients diagonaux
et les coefficients situés au dessus de sa diagonale principale sont tous nuls.
Exemples
00 0 0 000 0O
70 0 0 7 0 0 0 O
A= B=1(5 0 0 0 0
0 2 0 O
3 4 4 0 7 1 3 00
41 6 1 0
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Matrices particuliéres g

Matrice triangulaire —

Définition
Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée dont les coefficients situés au dessous

de sa diagonale principale sont tous nuls.
v

Exemples
3 9 1
A:B i] B=o 5 7
0 0 3
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Matrices particuliéres g

Matrice triangulaire —.

Définition
Une matrice triangulaire strictement supérieure est une matrice carrée dont les coefficients diago-
naux et les coefficients situés au dessous de sa diagonale principale sont tous nuls.

Exemples

0 0

S
Il

0 5} B

o O O O
O O O N
S O = ot
O OO
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Matrices particuliéres

Matrice nulle —

Définition
Une matrice nulle est une matrice de taille n x m, notée 0,,«,,, dont les coefficients sont tous nuls.
v

Exemples

03 = O3x5 =

e e e
o O O
o O O
o O O
o O O
SN NE)
e e e
o O O

. -
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Matrices particuliéres g

Matrice opposée —

Définition

La matrice opposée (ou I'opposée) de la matrice A = [ai;]nxm €St une matrice de méme taille,
notée —A, dont les coefficients sont les opposés des coefficients de la matrice A, c'est a dire :
—Al = [_aij]nxm-

Exemple
3 9 -3 -9
4 1 -4 -1
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Matrices particuliéres g

Matrice transposée —.

Définition
La matrice transposée (ou la transposée) de la matrice A = [a;j]nxm est une matrice de taille

m X n, notée AT, A’ ou tA, dont les lignes et les colonnes sont respectivement les colonnes et les
lignes de la matrice A, c'est a dire : AT = [a;]mxn-

Exemple

A:[Q 5 4] T

= Ot N
W = oo

] L
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Matrices particuliéres

Matrice transposée -

Propriété : Transposée d'une transposée

La transposée de la transposée d'une matrice A est égale a la matrice A : (AT)T = A.
Exemple
2 8
2 5 4 - T [2 5 4]
A_{843}:>A_Z§:>(A)_843_A
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Matrices particuliéres g

Matrice symétrique —

Définition
Une matrice symétrique A est une matrice carrée dont les coefficients symétriques par rapport a

sa diagonale principale sont identiques. Par conséquent, une matrice symétrique A est égale a sa
transposée A", c'est adire: A= AT.

v

Exemples
_
. 5 0 2 5 5
> B 9 4 0 4 3 4 1
A= =AT B=12 3 2 5 6| =BT
020 6
5 4 6 5 4 5 7 1
5 1 6 1 4
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Matrices particulieres g

Matrice anti-symétrique

Définition
Une matrice anti-symétrique A = [a;;] est une matrice carrée dont les coefficients symétriques par
rapport a sa diagonale principale sont des opposés. Par conséquent, une matrice anti-symétrique A

est égale 3 'opposée de sa transposée —A T = [—aj;], c'est adire: A = —AT ou encore Qi = —ajj.
Cette derniere égalité implique que les coefficients diagonaux d'une matrice anti-symétrique sont
tous nuls. |
Exemples

0 -7 0 _3 0O 0 -2 -5 5

70 -2 4 0o 0 3 —4 1

A= =-AT B=|2 -3 0 5 -6=-BT
02 0 -6 5 4 -5 0 1
3 4 6 0
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Opérations sur les matrices

Egalité des matrices

Définition

Deux matrices A = [a;j]nxm €t B = [bij]pxq sont égales si elles ont la méme taille (i.e. n = p et
m = q) et si leurs coefficients correspondants sont identiques, c’est a dire : a;; = b;;.

V.

Exemples

2 5
A_[8 4} B =

s 3

10 1 05
C:[G 3} D:[G 3 3}

B#C

B#D

C#D

J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi)

Algebre linéaire

25 janvier 2024 31|104



Opérations sur les matrices G

Multiplication d'une matrice par un scalaire B

Définition

Le produit d'une matrice A = [a;;] par un scalaire o est une matrice &4 (notée également o - A
ou a X A) obtenue en multipliant tous les coefficients de la matrice A par le méme scalaire «, c'est
a dire : 0 A = [aa;;).

v

Exemple

] N 2A:[2x2 2x%x5 2x4}:[4 10 8}

2x8 2x4 2x3 16 8 6

] L
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Opérations sur les matrices

Multiplication d'une matrice par un scalaire

Propriété 5 : Distributivité
Le produit d'une matrice par un scalaire est distributif par rapport a la somme des scalaires « et
B:(a+ P)A=aA+ BA.

o

Exemple

2 5 4
A=l 13

[B+2)x2 (3+2)x5 (3+2)x4] _[10 25 20
(3+2)A_[(3+2)><8 (3+2) x4 (3+2)><3]_{40 20 15]

3x2 3x5 3x4} {2x2 2x5 2><4}_{10 25 20}

3A+2A:[3xs 3x4 3x3] " [2x8 2x4 2x3] |40 20 15

v
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Opérations sur les matrices

Addition des matrices

Propriété 3 : Elément neutre

La matrice nulle 0,, %, est I'élément neutre de |'addition des matrices : A, xm + Onxm = Anxm.-
v

Exemple

A:F 5 4

- 3} o A+ 0pys— 2+0 5+0 4+0]:[2 5 4]:A

8+0 4+0 3+0 8 4 3

J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi) Algebre linéaire 25 janvier 2024
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Opérations sur les matrices G

Addition des matrices .

Propriété 4 : Distributivité

Le produit d'une matrice par un scalaire « est distributif par rapport a la somme des matrices A
et B: a(A+ B)=aA+ aB.
v
Exemple
17 o4 i+ 1 740 443 (4 14 14
A‘[:s 5 2] - 2(A+B)_2[3+6 547 2+1] _{18 24 6}
1 0 3 2 14 8 2 0 6 4 14 14
B_[G 7 1] = 2A+28_{6 10 4} [12 14 2] _{18 24 6}
] L
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Opérations sur les matrices

Addition et soustraction des matrices

Remarque

L'addition et la soustraction des matrices ne peuvent se faire qu'entre des matrices de méme taille.
Pour ajouter (ou soustraire) un scalaire A a (de) la diagonale principale d'une matrice carrée ou a
(de) tous les coefficients d'une matrice quelconque, il convient de transformer le scalaire A en une
matrice de taille convenable par une opération de multiplication d’'une matrice par un scalaire puis
procéder au calcul de la somme (ou de la différence).

Exemples

4 3

B=11 1

F 1] = A-2B

-2 .2 ]

[5-2
T la-2

o
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Opérations sur les matrices Q

Produit scalaire

Définition
Le produit scalaire de deux vecteurs de méme taille A = (a1,a2, -+ ,a,) et B = (by,ba, -+ ,by)
est un scalaire, noté (A, B) ou A.B, donné par :

(A, B) = arby + agby + - + anbn = »_ aib;
i=1

Si les vecteurs A et B sont identiques, (A, B) est appelé carré scalaire.

Exemple

A=(2,5,3) B=(4,1,6)
(A,B) =2x44+5x1+3x6=31

o

] L
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Opérations sur les matrices

Produit scalaire e

Propriété 1 : Commutativité

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est commutatif, c'est a dire : (x,y) = (y, x).

Exemple

x=[1 2 3] |= (xy)=1x44+2x5+3x6=232

y=1[4 5 6] |= (y,x)=4x1+5x2+6x3=32

. -
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Opérations sur les matrices G

Produit scalaire —.

Propriété 2 : Distributivité

Le produit scalaire est distributif par rapport a I'addition, c’est a dire : (x +y,2z) = (x,2) + (y,z>.)
Exemple

x=[1 2 3] |=(x+y,2)=(1+4) x 7+ (2+5) x8+(3+6) x9=172

y=1[4 5 6] |=(x2)=1x7+2x8+3x9=50

z=[7 8 9] |=(y,2) =4 xT+5x8+6x9=122 )
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Opérations sur les matrices

Produit scalaire e

Propriété 4 : Positivité du carré scalaire

Le carré scalaire d'un vecteur x est positif, c'est a dire : (x,x) > 0.

Exemples

x=[1 2 3 = (xx)=1x1+2x2+3x3=12422432=14>0

0=[0 0 0] = (0,0)=0x0+0x0+0x0=0>0

. -
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Opérations sur les matrices G

Produit scalaire —

Propriété 5 : Multiplication par un scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs ax et y, ou « est un scalaire, est égal au produit scalaire des
vecteurs x et y multiplié par le scalaire «, c'est a dire : (ax,y) = a (x,y).

v

Exemple

x=[1 2 3]|= (2xy)=02x1)x4+(2x2)x5+(2x3)x6=064

y=[4 5 6] |= 2(y,x)=2(1x4+2x5+3x6)=04

] L
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Opérations sur les matrices G

Produit scalaire —.

Définition
Deux vecteurs x et y sont orthogonaux (ou perpendiculaires) si leur produit scalaire est nul, c’est
a dire : (x,y) = 0. Plus généralement, un ensemble de vecteurs X, Xa,... et X;, sont orthogonaux,

s'ils le sont deux a deux : (x;,x;) = 0 pour i # j.
v

Exemple
x=[1 1 1] |= (xy)=1x1+1x1+1x(-2)=0

y=[11 -2]|= (x,z2)=1x14+1x(-1)4+1x0=0

z=[1 -1 0] |= (y,2)=1x1+1x(-1)+(-2)x0=0

]
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Opérations sur les matrices Q

Produit matriciel

Définition
Le produit matriciel de deux matrices A = [@i;|nxp €t B = [b;j]pxq €st une matrice de taille n x g,

notée AB, A-B ou Ax B, dont les coefficients 7;; sont donnés par la produit scalaire de la ligne i de
la matrice A et la colonne j de la matrice B : m;; = ai1b1j++ - -+aikbrj+- - -+aipbp; = > h_; @irbi;j
v

Dans la pratique :

all ... a/lk: DR alp
A— a1t Qi ottt Qp T «~— AB
a/nl .. a/nk DR anp L
”
. -
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Opérations sur les matrices

Produit matriciel

Exemple
1 7
A=13 5
4 2
1 0
5= 3

R

21
15| < AB
6

i
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Opérations sur les matrices

Produit matriciel ; .

Propriété 2 : Associativité

Le produit matriciel est associatif : ABC = (AB)C = A(BC).

Exemple

Azfiﬂ 26 12][1]  _[o8
|~ wme=[8 S -
B:-?igl _[2 53 10:98
0 w2 8] -
C= _6}

L
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Opérations sur les matrices

Produit matriciel

Propriété 5 : Distributivité a droite

Le produit matriciel est distributif a droite par rapport a |'addition

. A(B+C) = AB + AC.

Exemple
2 5 3
A=[ } 5 3
1 41
= A(B+C’):E ; ﬂ 9 5 —E;
2 5
.
B=|3 2
1 0] 26 12 35 34 61
I AB+AC_L7 9] [26 19] _{43
1 2
c=16 3
_1 5_

46
28

46
28

v
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Opérations sur les matrices G

Produit matriciel

Propriété 6 : Distributivité a gauche

Le produit matriciel est distributif 3 gauche par rapport a I'addition : (B + C)A = BA + CA.
Exemple
2 5 3
A= 13
[44+1 142 29 5 3 [13 37 18]
o = (B+(C)A=|34+6 2+3 |:1 4 1:| = (23 65 32
1+1 045 9 30 11
B=|3 2 - L
_1 O_
[94+4 24413 13+5 [13 37 18]
_ _ = BA+CA=|8+15 23+42 11+21 = (23 65 32
L2 247 5425 348 9 30 11
C= 3 5 L J
_1 5_

v
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Opérations sur les matrices

Produit matriciel ; -

Propriété 7 : Transposée du produit des matrices

La transposée du produit des matrices A et B est égale au produit de leurs transposées A" et BT
dans un ordre inversé : (AB)"T = BTAT.
Exemple
17 2 47 55] 7 47 41
_ T _ _
A= {3 5 4} > (BT = [41 47] = {55 47]
10 1 3
B=16 7 éBTAT:[é$§]75 :Eg j;]
2 3 2 4
.J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi) *
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Opérations sur les matrices Q

Produit matriciel

Remarque 1 :
Si I'une des matrices A et B est nulle alors leur produit AB est par construction nul. Le contraire
n'est pas nécessairement vrai : le produit AB peut étre nul sans qu'aucune des matrices A et B ne
le soit. y
Exemple
0 0 2 3 0 0
A= {0 0} =02x2 B= [O 0] #02x2 = AB= {O O} = O2x2
0 1 2 3 0 0
A= [0 2} #0252 B= [O O] #0252 = AB= [O O} = 02x2
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Opérations sur les matrices G

Produit matriciel —.

Remarque 2 :
L'égalité des produits matriciels AB et AC n'implique pas nécessairement |'égalité de B et C. )
Exemple

B

b= ;L _31] = AB=AC= [250 132}
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Opérations sur les matrices Q

Produit matriciel

Définition
La puissance r d'une matrice carrée A d'ordre n, notée A", est le produit matriciel de cette matrice

par elle-méme r fois :
AT=AXxAx---x A
—_———

r facteurs
En particulier : A0 =T,
Al=4A
A2=Ax A

AB=AxAxA=A2x A

A" =A""1tx A

i L
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Opérations sur les matrices G

Produit matriciel —.

Exemple
]
A2=Ax A= [i g] [i g} - [33 33}
A= A2 x A= [33 33] [i g] B Eéz 12?]
A= A<= {56 1er| 3 3) = 1000 1541 ,
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Opérations sur les matrices G

Produit matriciel —.

Définition

Une matrice carrée A d'ordre n est idempotente si A = A.

Exemple
[2 -3 —5]
A=1|-1 4 5
|1 -3 —4]
2 -3 —5][2 -3 -5 2 -3 -5
A2=1[-1 4 5]||-1 4 5|=|-1 4 5
1 -3 -4 |1 -3 —4 1 -3 —4

] L
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Opérations sur les matrices

Produit matriciel

Définition
Une matrice carrée A d'ordre n est nilpotente d’indice r € N si ses puissances s'annulent a partir
d'une certaine valeur de r, c'est a dire :

Ar_l 7é Opxn et A" = Onxn

Exemple
1 1 3 0 0 0 0 0 0
A=1|5 2 6 A’=13 3 9 A=10 0 0
=2 =1 =3 -1 -1 -3 00 0
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Opérations sur les matrices G

Produit matriciel —.

Rappel : Identités remarquables (pour les nombres réels)
(a+b)? = a? + 2ab+ b? = 1a%° + 2a'b' + 1a°0?
(a+b)3 = a® + 3a®b 4 3ab® + b* = 1a30° + 3a?b" + 3a'b* + 1a°0°

(a+b)" =Cla"° +Cla"'b' + - + CFa"*b* 4 - 4+ CJab"

T
= ZCfar_kbk < Formule du bindme de Newton
k=0

] L
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Opérations sur les matrices

Produit matriciel

Remarque :

Les valeurs du coefficient du bindme de Newton C* sont lues dans le triangle de Pascal suivant

pour différentes valeurs de r et de & :

Ck k
01 2 3
01
11 1

ro201 2 1
3/1 3 3 1
401 4 6 4
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Opérations sur les matrices G

Produit matriciel

Propriété 1 : Formule du binéme de Newton
Soient A et B deux matrices commutantes, c'est a dire AB = BA. La puissance r de la somme
A + B est donnée par la formule du binéme de Newton suivante :
T
(A+B) =) CFA—*B*
k=0

Le coefficient du binéme de Newton C¥ est lu dans le triangle de Pascal.

]
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Opérations sur les matrices

Produit matriciel

Exemple

Soit les matrices A, B et I suivantes :

I R T

Pour calculer la puissance 3 de la matrice A, on peut d’abord |'écrire sous forme d'une somme des
matrices commutantes B et I et appliquer la formule du binéme de Newton :

A* = (B+1)*=1B’I"+3B*I' +3B'I? +1B°I> = B> +3B*+ 3B+ 1

S e T R
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Opérations sur les matrices G

Produit matriciel —.

Propriété 2 : Puissance d'une matrice diagonale

La puissance r d'une matrice diagonale D = diag( dy , ds ,---, d, ) est une matrice
diagonale D" formée uniquement des puissances r des coefficients diagonaux, c'est a dire :
D" =diag( d} , d5 ,---, db).

Exemple
1 0 0 O 1 0 0 O
10 2 0 0 2 |04 0 0
A= 0 0 3 0 A= 0 09 0
0 0 0 4 0 0 0 16
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Dépendance et indépendance linéaires

Combinaison linéaire - Combinaison convexe

Définition

Une combinaison linéaire de deux vecteurs x et y est un vecteur z défini par z = ax + Sy ol « et

B sont deux scalaires. Si, de plus, « + 8 = 1 alors z est une combinaison convexe de x et y.

Exemple

< b
I I
——

T W N
[ B

= 2x+3y =2 X [§]+3x{

_[2x2+3x4] _[16
~[2x343x5] " |21

i
J.Madkour (Universit
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Dépendance et indépendance linéaires g

Dépendance linéaire -

Définition

Les vecteurs x; et x5 sont linéairement dépendants s'il existe un scalaire non nul a; tel que x; =
a1X1. Plus généralement, un ensemble de vecteurs x1, Xo,... et Xi sont linéairement dépendants si le
vecteur xj, par exemple, est une combinaison linéaire des autres vecteurs, c'est a dire, s'il existe un
ensemble de scalaires non tous nuls o, as,... et a1 tels que : X = ayxy +asXo+- - -+ _1Xp_1
ou encore v X1 + Xy + -+ + ap_1Xp_1 — X = 0.

Théoreme
Les vecteurs xq, Xs,... et x; sont linéairement dépendants s'il existe des scalaires non tous nuls a;,
Qo,... et ay tels que @ a1xy + aoXxg + -+ apx =0

]
61104
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Dépendance et indépendance linéaires G

Dépendance linéaire —

Exemple
0] 2 2
x= |—1 y=13 z=|1
2 | ) 2
[0 2 2 0+2—2 0
X+y—z=2x [-1| +1x |3 | +(-1)x [1|=|-24+3-1| =10
2 2 2 4—-2-2 0
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Dépendance et indépendance linéaires g

Indépendance linéaire -

Définition

Les vecteurs x; et xo sont linéairement indépendants s'il n'existe aucun scalaire non nul oy tel
que X2 = a1X;. Plus généralement, un ensemble de vecteurs xi, Xs,... et x; sont linéairement
indépendants s'il est impossible de trouver un ensemble de scalaires non tous nuls oy, as,... et ay
qui vérifient |'égalité suivante : ayxy + aoXo + - -+ + agpxp = 0.

Théoreme
Les vecteurs X1, Xo,... €t Xi sont linéairement indépendants si |'égalité a1 xq +aoxo+- -+ apxg =0
impligue a1 = as =--- = a; =0.

i L
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Dépendance et indépendance linéaires G

Indépendance linéaire —

Exemple

] L
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Dépendance et indépendance linéaires

Orthogonalité et indépendance linéaire

Théoreme
Des vecteurs orthogonaux Xxi, Xo,... et X sont linéairement indépendants, c'est a dire |'égalité
a1X] + aoXg + - - - + apxg = 0 implique oy = ag = --- = ag = 0.

_} =
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Dépendance et indépendance linéaires

Orthogonalité et indépendance linéaire

Démonstration

Soit X1, Xa,... et X, des vecteurs orthogonaux non nuls. Pour qu'ils soient linéairement indépendants,
il faut que I'égalité ar;x; + aoxg + - - - + apxp = 0 implique a3 = as = --- = o = 0. Calculons le
produit scalaire des membres de notre égalité par le vecteur x; :

(a1x1 + qoxo + - - - + agXp, X1) = <07X1>
(Q1x1,x1) + (Qaxa, X1) + - + (xk, x1) = (0,x1)
(5] <X1,X1> —|— (6%} <X2,X1> + coo —|— (677 <Xk,X1> = <0,X1>

Comme les vecteurs Xi, Xa,... €t X, sont orthogonaux, alors (x;,x;) = 0 pour i # j et (x;,x;) # 0
pour i = j, il en résulte : o (x1,x1) = 0 d'ott a; = 0. De la méme maniére, le calcul du produit
scalaire des membres de I'égalité par les vecteurs xs, X3,... et x; respectivement aboutit a as = 0,...
et ap = 0.
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Dépendance et indépendance linéaires

Orthogonalité et indépendance linéaire

Exemple

x=[1 1 1] = Xy)=1x1+1x14+1x(-2)=0

y=[1 1 -2]|= (x,z2)=1x1+1x(-1)+1x0=0

z=[1 -1 0] |= (y,2)=1x1+1x(-1)+(-2)x0=0
= Les vecteurs x, y et z sont orthogonaux.

a1X + any + a3z = [Oél a7 041] + [042 (6] 720&2] + [Otg —Q3 O]
= [041+O(2+Olg a1 + g — a3 04172012]
=[0 0 0

= a1 = ag = a3z = 0. Les vecteurs x, y et z sont linéairement indépendants.

v

i
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Caractéristiques des matrices carrées

Trace —.

Définition
La trace d'une matrice carrée A d’ordre n, notée tr(A), est égale a la somme de ses coefficients

diagonaux, c'est a dire : t7(A) = a11 + a2 + - + Gnn-

Exemple
2 5 3
A=11 3 2 tr(A)=24+3+1=6
2 21
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Déterminant —

Définition
Le déterminant d'une matrice carré A est un scalaire, noté det(A) ou |A|, qui caractérise la matrice

A et qui intervient, entre autres, dans le calcul de sa matrice inverse, de ses valeurs propres, du
rang d'une matrice et aussi dans la résolution des systémes d'équations linéaires.

] L
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Caractéristiques des matrices carrées g

Déterminant

Définition
Le déterminant d'une matrice carrée A,, est un scalaire obtenu comme suit :
1. Sélectionner une ligne i ou une colonne j de la matrice A,, ;
2. Calculer les cofacteurs c¢;; associés aux coefficients a;; sélectionnés;
3. Multiplier chaque coefficient sélectionné a;; par son cofacteur c;; ;
4. Additionner les produits des coefficients a;; par leurs cofacteurs c;;.
Le résultat final est le déterminant de la matrice A, form7allisé comme suit :

Selon la ligne i : det(A E aijei; = 3 (—1)Vadet(Ay;)
j=1
Selon la colonne j : det(A E aijcij = E (=1)"a;;det(A;j;)
i=1
'
. L
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Déterminant

Exemple

Développement selon la ligne 1 :

1
3
4

DN = DO
——0

’+0 x (—1)t*3

w
>

3 1
4 1

1 ‘ +2x (-1t

- ‘:(4—2)—2(3_4):4

] L
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Caractéristiques des matrices carrées

Déterminant —.

Propriété 1 : Déterminant d'une matrice carrée d'ordre 1

Le déterminant d'une matrice carrée A = [a;;] d'ordre 1, ne contenant qu'un seul coefficient a1,
est égal au scalaire a11, c'est a dire : det(A) = aq;.

Exemple

A=[5] = det(A)=5

. -
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Caractéristiques des matrices carrées

Déterminant

Propriété 2 : Déterminant d'une matrice carrée nulle

Le déterminant d'une matrice nulle 0,, est égal a 0, c'est a dire : det(0,,) = 0.

Exemple

02 = [8 8:| — dEt(OQ) =0
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Déterminant

Propriété 4 : Lignes ou colonnes d'une matrice carrée identiques

Si deux lignes ou deux colonnes d'une matrice carrée A sont identiques, le déterminant det(A) de
la matrice A est nul.

v

Exemple

Al:[i 2] s det(A) = (4x3)— (4x3) =0

3 3

Ac:[z 2] = det(A) = (2x3)—(3x2) =0

] L
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Déterminant

Propriété 6 : Multiplication d'une ligne ou d’une colonne par un scalaire
Si tous les coefficients d'une ligne ou d'une colonne d'une matrice carrée A sont multipliés par un
scalaire «, le déterminant de la matrice A sera multiplié par le scalaire .
Exemple
1 2
A:4 3 = det(A)=(1x3)—(4x2)=-5
A= [122 Q;ﬂ = det(A) = (2% 3) — (4 x 4) = —10 = 2 x det(A)
A= |1x2 2 = det(A) = (2 x 3) — (8 x 2) = —10 = 2 x det(A)
4x2 3
.J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi) Algebre linéaire 25 janvier 2024 75| 104.



Caractéristiques des matrices carrées Q

Déterminant —

Propriété 7 : Multiplication d'une matrice carrée par un scalaire

Le déterminant du produit d'une matrice carrée A,, par un scalaire « est égal au déterminant de la
matrice A,, multiplié par la puissance n du scalaire o, c'est a dire : det(ad,) = a"det(A).

Exemple
A:[}l ;] = det(A) = (1x3)— (4x2) = —5

1x2 2x2
4x2 3x%x2

24 = [ } = det(24) = (2 x 6) — (8 x 4) = —20 = 2% x det(A)

] L
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Caractéristiques des matrices carrées

Déterminant

Propriété 8 : Ajouter a une ligne (ou une colonne) le multiple d'une autre

Si I'on ajoute a une ligne (respectivement, une colonne) d'une matrice carrée A le produit d'une
autre ligne (respectivement, colonne) par un scalaire «, le déterminant demeure inchangé.

v

Exemple
A:E ?’J = det(A)=(1x3)—(4x2)=-5
Al:[1+(ix4) 2+(§x3)} = det(A)=(9%x3)— (4x8)=-5
AFEigig; ﬂ = det(A:) = (5x3)— (10 x2) = -5

v
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Déterminant —

Propriété 9 : Déterminant d'une matrice transposée

Le déterminant de la transposée AT d'une matrice carrée A est égal au déterminant de la matrice
A, c'est a dire : det(AT) = det(A).
Exemple
1 2
A:[4 3] = det(A)=(1x3)—(4x2)=-5
T 1 4 T
Al = 9 3| = det(A")=(1x3)—(2x4)=-5

J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi) Algebre linéaire 25 janvier 2024 78| 104



Caractéristiques des matrices carrées Q

Déterminant

Propriété 10 : Déterminant d’une matrice triangulaire

Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients diagonaux.

Exemple

A:B :ﬂ = det(A)=(1x3)—(0x2) =1x3=3

B:[;l g] = det(B)=(4x6)—(5x0)=4x6=24

] L
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Déterminant —.

Propriété 11 : Déterminant d'une matrice diagonale

Le déterminant d'une matrice diagonale D = diag(dy1,da2, - ,dn,) est égal au produit de ses

coefficients diagonaux, c'est a dire : det(D) = dy; X dag X -+ X dpp.-

Exemple

A:B g] = det(A) = (1x3)—(0x0)=1x3=3

] L
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Caractéristiques des matrices carrées g

Déterminant

Propriété 12 : Déterminant d'un produit matriciel

Le déterminant du produit matriciel de deux matrices carrées A et B de méme ordre n est égal
au produit du déterminant de la matrice A par le déterminant de la matrice B, c'est a dire :
det(AB) = det(A) x det(B).
Exemple
1o
A:3 | = det(A) =(1x1)—(3x2)=-5
5o
B:2 ol = det(B) =(1x2)—(2x2)=-2
T
ABZ5 3| = det(AB) = (5 x 8) — (5 x 6) =10
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Matrice inverse —

Définition
Une matrice carrée A est inversible s'il existe une matrice carrée B de méme ordre, dite matrice
inverse de la matrice A et notée A~!, telle que :

AB=BA=1 (1)
Exemple
_ |3 4 1_ |3 4 —1 _ g-1g _
A—{Z 3] = A —[_2 3] = AATT=A""'A=1
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Matrice inverse —

Théoreme

Si A et B sont deux matrices carrées de méme ordre telles que AB = I, alors BA = 1.

Conséquence du théoreme

Afin de vérifier qu’'une matrice carrée B est I'inverse d'une matrice carrée A de méme ordre, il suffit
de vérifier que AB = I car la deuxieme partie BA = I sera automatiquement vérifiée.

v

] L
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Matrice inverse —

Définition
La matrice des cofacteurs (ou la comatrice) associée a une matrice carrée A d'ordre n est une

matrice carrée de méme ordre n, notée A° obtenue en remplacant chaque coefficient a;; de la
matrice A par le cofacteur correspondant c;;.

Exemple

] L
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Matrice inverse —.

Définition
La matrice adjointe associée a une matrice carrée A, notée A%, est la transposée de sa matrice des
cofacteurs A°, c'est a dire : A% = (A°)T.

v

Exemple

] L
J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi) Algebre linéaire 25 janvier 2024 85|104



Caractéristiques des matrices carrées

Matrice inverse

Théoreme
Soit A une matrice carrée et A* sa matrice adjointe. On a : AA® = A%A = det(A)I

Conséquences du théoreme

® Si det(A) # 0, on divise la relation précédente par det(A) et on obtient :

A ey ) = () A= @

On reconnait ici la définition (1) d'une matrice inverse. On conclut que la matrice A est
inversible et sa matrice inverse A~! est donnée par :

_ 1 .
= det(A)A (3)

® Si det(A) = 0 alors la matrice A n'est pas inversible et sa matrice inverse n'est pas définie.

v
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Matrice inverse

Définitions
Une matrice carrée A est dite inversible ou réguliére si son déterminant det(A) est non nul. Dans
le cas contraire, la matrice A n’est pas inversible, elle est dite singuliére.

v

Exemples

A=[3 4] = det(A)=7 = A—lz{i _%]

B = {3 3] = det(B)=0 — B estsinguliére

] L
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Caractéristiques des matrices carrées g

Matrice inverse

Remarque :

Le calcul de la matrice inverse selon la formule (3) n'est approprié que pour des matrices carrées de
petite taille. Cependant, a partir d'un certain ordre, les calculs deviennent fastidieux est rendent en
conséquence cette méthode inefficace. L'élimination de Gauss, qui sera présentée dans le chapitre
2, est une approche alternative qui peut s'appliquer quelle que soit |a taille des matrices a inverser.

i
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Caractéristiques des matrices carrées

Matrice inverse —.

Propriété 1 : Inverse d'une matrice scalaire

L'inverse d'une matrice scalaire non nulle A = diag(, -+ ,a) est la matrice scalaire A= =
diag(X,L,.-. 1)
Exemple
4.0 0 0 000
|0 4 0 O 1[0 F 00
A= 0 0 4 0 A7 = 00 ;1 0
0 0 0 4 0 0 0 1
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Caractéristiques des matrices carrées

Matrice inverse

<

’2
it

Propriété 2 : Inverse de I'inverse d’une matrice carrée

L'inverse de I'inverse d'une matrice carrée A est simplement la matrice 4 : (A=1)~! = A.

Exemple

i
J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi) Algebre linéaire 25 janvier 2024

-
90| 104



Caractéristiques des matrices carrées

Matrice inverse

Propriété 5 : Inverse d'une matrice diagonale

L'inverse d'une matrice diagonale D = diag(dy1,dsz,- - ,dpny,) contenant uniquement des coef-
ficients non nuls est une matrice diagonale formée des inverses des coefficients diagonaux de la
. e 11 1
matrice D, c'est a dire : D~! = dzag(d—u, e REE ,m).
Exemple
10 0 0 1 0 0 0
105 0 0 1[0 Lt 00
A=10 0 2 0 A7 =10 0 ;0
000 4 00 0 1

J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi) Algebre linéaire

25 janvier 2024

901|104



Caractéristiques des matrices carrées g

Valeurs et vecteurs propres

Définition
Un vecteur non nul v est un vecteur propre (ou un vecteur caractéristique) d'une matrice carrée A
s'il existe un scalaire A tel que Av = Av. Le scalaire \ est alors une valeur propre (ou une valeur
caractéristique) de la matrice A.
Exemple
1 4 -1 4 3 3
A= |0 2 1 V] = 1 Vo = 2 V3 = 0
0 0 3 0 2 0
8 9 3
AV1 = |12| = 2V1 AV2 = |6| = 3V2 AV3 = 10| = ].V3
0 6 0
] ’ L
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Valeurs et vecteurs propres —.

Définition
L'équation caractéristique d’une matrice carrée A, s'écrit : det(A,, — AI,,) = 0 ol A est une valeur

propre de la matrice A,,. La résolution de cette équation caractéristique détermine les valeurs propres
A1, Aa2... et \,, de la matrice 4,,.

v

Exemple

1 2 1-x 2
A 4 31:>A—>\I—L4 3_)\J
det(A—X)=(1-NB-2)-8=X-4A-5=0=> A =—let =5

] L
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Caractéristiques des matrices carrées g

Valeurs et vecteurs propres .

Remarques

® Une matrice carrée d'ordre n dispose de n valeurs propres A1, Ao,... et A, dont certaines sont
identiques. Si, par exemple, A\; = Ao = -+ = Ay = A (avec k < n) alors la valeur propre X est
dite de multiplicité k.

® | a détermination des valeurs propres d'une matrice carrée d'ordre n nécessite la résolution
d'une équation caractéristique de degré n. Par conséquent, a partir d'un certain ordre n de la
matrice, le résolution manuelle de I'équation caractéristique n'est plus possible et I'on a recours
a une résolution numérique a I'aide de logiciels informatiques comme Mathematica et MatLab.

v

i L
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Caractéristiques des matrices carrées g

Valeurs et vecteurs propres -

Remarque

Tous les multiples av; du vecteur v;, notés w;, sont également des vecteurs propres de la matrice
A associés a la méme valeur propre \; car il suffit de multiplier les deux membres de I'égalité Av; =
A;iv; par le méme scalaire non nul « et obtenir a(Av;) = a(\;v;) ou encore A(av;) = A\;(av;).
Apreés substitution, la derniére relation devient Aw; = A\;w; et montre bien que le nouveau vecteur
w; est un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre \;.
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Caractéristiques des matrices carrées

Valeurs et vecteurs propres

Propriété 1 : Somme des valeurs propres d'une matrice carrée

La somme des valeurs propres \; d'une matrice A,, est égale a sa trace : Z?:l Ai =tr(4,).

Exemple

1 2
A=|:4 3:| = M =-letX=5

tr(A)=14+3=14 AM+XA=-1+5=4

i
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Valeurs et vecteurs propres —

Propriété 2 : Produit des valeurs propres d’'une matrice carrée

Le produit des valeurs propres A; d'une matrice A,, est égale a son déterminant : II*"_, \; = det(A,).
Exemple
1 2
A:|:4 3:| = M =-letX=5
det(A)=1x3—-4x2=-5 A XA=(-1)x5=-5
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Caractéristiques des matrices carrées

Valeurs et vecteurs propres

Propriété 3 : Cas d'une matrice singuliere

Une matrice carrée A,, est singuliére si et seulement si elle a au moins une valeur propre A; nulle
avec i € {1,2,--- ,n}.

v

Exemple

1 2 1—X 2
P R NN

det(A) =1x2—-1x2=0 — A est une matrice singuliére

det(A— M) =(1-A)(2-A)—2=X—-3A=0 = X\ =0etAy=3

o
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Valeurs et vecteurs propres —.

Propriété 4 : Cas d'une matrice diagonale

Les valeurs propres \; d'une matrice diagonale D = diag(di1,da2,- - ,dnn) sont respectivement
égales a ses coefficients diagonaux, c'est a dire : \; = d11,... et A\, = day,.
Exemple
1 0 1—A 0
A= {0 2} . A= [ . 2_4
det(A—X)=(1-X)2-XN)=0 = M=let=2
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Caractéristiques des matrices carrées Q

Valeurs et vecteurs propres —.

Propriété 5 : Cas d'une matrice triangulaire

Les valeurs propres \; d'une matrice triangulaire A,, sont respectivement égales a ses coefficients
diagonaux avec ¢ € {1,2,--- ,n}.

v

Exemple

1 3 1-A 3
A=l 3] = ama=[10 2]

det(A— M) =(1-X)(2-X)—-0=0 = M\ =letAy=2

] L
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Caractéristiques des matrices carrées

Valeurs et vecteurs propres

Propriété 6 : Cas d'une matrice inverse

Si A est une valeur propre d'une matrice

carrée inversible A alors 1/ est une valeur propre de sa

matrice inverse A~1. De plus, si v est le vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre

A alors v est également le vecteur propre

de la matrice inverse A~! associé i la valeur propre 1/\.
v

Exemple

At

A—1:[32 _} = X
2

M‘H
—

=588 o, = BHYS8 | o AN =1
= =BEVE oy )y = SBEVER | o =1
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Caractéristiques des matrices carrées g

Valeurs et vecteurs propres

Propriété 8 : Cas du produit d'une matrice par un scalaire

Si A est une valeur propre d'une matrice carrée A alors @\ (ol « est un scalaire) est une valeur
propre de la matrice «A. De plus, si v est le vecteur propre de la matrice A associé a la valeur
propre A alors v est également le vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre a.

Exemple
1 2
2 4 , )
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Caractéristiques des matrices carrées g

Valeurs et vecteurs propres

Propriété 9 : Cas de la puissance d'une matrice

Si A est une valeur propre d'une matrice carrée A alors A" (ou 7 est un entier naturel) est une
valeur propre de la matrice A”. De plus, si v est le vecteur propre de la matrice A associé a la
valeur propre \ alors v est également le vecteur propre de la matrice A” associé a la valeur propre
AT

o

Exemple

A:[i g] o (1=NB-N)—-(@2x4)=0 = A=-letd=5

16 17

A?:{g 8] = O-N(I7T-X)—(8x16)=0 = X =LetX,=25
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Caractéristiques des matrices carrées g

Valeurs et vecteurs propres

Propriété 10 : Cas de la différence entre une matrice et une matrice scalaire

Si A est une valeur propre d'une matrice carrée A alors A — ¢ (ol ¢ est un scalaire) est une valeur
propre de la matrice A — cI. De plus, si v est le vecteur propre de la matrice A associé a la valeur
propre A alors v est également le vecteur propre de la matrice A — ¢l associé a la valeur propre
A—c.

v

Exemple
1 2
A:{ } = (1-MNB=-M)-02x4)=0 = M=-letd=5

-1 2 —3et )\, =3

} = (“1-M1-XN-(2x4)=0 = X

i L
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